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Estabilidad de sistemas didmicos

Introducci 6n

Entre los muchos tipos de especificaciones de desempélizadas para el
diseio de un sistema de control, el requerimientagnimportante es que el sis-
tema sea estable; por lo general, un sistema inestable se considgireExiSten
muchas nociones de estabilidad, una de ellas es considerar que un sistema es es-
table si al aplicarle una entrada de magnitud finita, entonces la salida esstambi”
finita.

Esta unidad trata las condiciones que se deben satisfacer para que los sistemas
lineales invariantes de una entrada y una salida, sean estables. Para estos sistemas,
el requerimiento de establilidad se puede definir emtinos de los polos de la
funcion de transferencia en lazo cerrado.

Objetivo:

Determinar la estabilidad de los sistemas auitinos de control estudiados.
(Objetivo de evaluacibn)



1.1. DEFINICIONES DE ESTABILIDAD

Contenidos

1.1. Definiciones de Estabilidad

1.1.1. Estabilidad de Entrada Limitada-Salida Acotada

Se dice que un sistema lineal, invariante y monovariable, es estable de Entra-
da Limitada-Salida Acotada ELSA (en ireg'BIBO, ‘Bounded Input - Bounded
Output’), si toda entrada acotada produce una salida acotada. Esta propiedad esta
muy asociada con la respuesta al impujgo) o g(k) del sistema; consideremos
el sistema de tiempo continuo descrito por su famcde transferencia:

R(s) — — C(s)

La condictn de estabilidad ELSA exige que si(t)] < N < oo parat > 0,
entoncesc(t)] < M < oo parat > 0.
A partir de la respuesta calculadeva integral de convoluon:

(b)) < / et — )llg(r)ldr < N / T g(r)ldr < M

se requiere que el area de la curva debajdge)| debe ser finita; note que es
necesario qu?fm g(t) — 0, para que el sistema continuo sea ELSA estable.

Para los sistemas lineales invariantes monovariables de tiempo discreto, la
definicion de estabilidad ELSA es la misma; unadisis similar lleva a que se
debe cumplir la condidn:

> lg(k)] < oo

lo cual exige quekh’m g(k) — 0, para que el sistema discreto sea ELSA estable.

Las condiciones anteriores efit) o g(k) permiten relacionar la estabilidad
ELSA con la ubica®n de las r&des en los planos o = respectivamente.

1. Planos: Polo(s) en el semiplanoizquierdg(t) es acotaday decrece asitita-
menteth’m g(t) — 0; esto garantiza qué,™ |¢(7)|dr sea acotada, luego el

sistema es ESTABLE.
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1.1. DEFINICIONES DE ESTABILIDAD

Planoz: Polo(s) dentro delictulo unitario,g (k) es acotaday decrece agitita-
mentekh’m g(k) — 0; esto garantiza qu&_,” |g(k)| sea acotada, luego el

sistema es ESTABLE.

2. Planos: Polo(s) en el semiplano derec?ﬁn g(t) — oo, luego el sistema

no es estable ELSA; un sistema que no es estable ELSA, se define como
INESTABLE.

Planoz: Polo(s) fuera deleculo unitariokh’m g(k) — oo, luego el sistema
es INESTABLE.

3. Planos: Si hay un polo en el origen o complejos no repetidos en el eje
imaginario,|g(t)| es constante o una sinusoide no amortiguada y etiiat
mente no tiende al infinito; sin embargo, la integralgé) no es acotaday
el sistema es ELSA INESTABLE.

Planoz: Un polo simple en: = 1, tiene una secuencia de respuesta al pul-
SO unitario constante; pares de polos complejos no repetidos arcela’
imaginario o un polo simple en = —1 tienen respuestas oscilatorias aco-
tadas. Sin embargo, la sumatoria dé¢k)| no es acotada y el sistema es
ELSA INESTABLE.

Por razones practicas, cuando laces de la ecuaari caractastica esin
en el eje complejgw o en el efculo de radio unidad del plang se dice que
el sistema es MARGINALMENTE ESTABLE o INESTABLE. Recorde-
mos que la acain integral adiciona polos en= 00 z = 1y en principio
es inestable, sin embargo, sabemos que es muy til.

Ejercicio propuesto: Utilizando el nodulo Edwin, evalue las respuestas en el
tiempo y la estabilidad para un sistema de primer orden; un sistema de segundo
orden con polos complejos conjugados, polos reales y polos repetidos; un sistema
de segundo orden con un cero en el lado derecho y en el izquierdo; un sistema de
segundo orden con un polo adicional ubicado en el lado izquierdo, en gleye
en el lado derecho.

1.1.2. Estabilidad Interna

Consideremos a un sistema de control realimentado unitario con funciones
de transferencid@, (s) para el controlador Y»(s) para la planta, con entradas
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1.1. DEFINICIONES DE ESTABILIDAD

de referencia(t), perturbaciones a la entrada y salida de la plahta), d»(t) y
ruido en la medida(t) y con salidas de intesc(t) y la sefal de controla(t),
como se muestra en la figutal

dy(t) da(t)
r(t) + X a(t) * Gals) +F c(t)
+
n
n(t)

Figura 1.1:Sistema de control realimentado.

Para este sistema podemos definir funciones de transferencia entre cada sali-
da y cada entrada, ocho en total. Decimos que el sistema de control es INTER-
NAMENTE ESTABLE, si las ocho funciones de transferencia son estables. Esto
equivale a exigir que todas lasrsdés en el lazo sean acotadas para cada conjunto
de entradas(t), d;(t), ds(t) y n(t) acotadas.

La estabilidad interna se puede asociar taenbd las raes de la ecuaoii
caraterStica. ConsideremoS(s) = Ni(s)/D1(s) y Ga(s) = Na(s)/Ds(s). Se
puede probar que el sistema realimentado es internamente estable, si y solo si las
raices de la ecuacii caractastica:

Dl(s)Dg(s) —+ Nl(S)NQ(S) =0

tienen parte real negativa.

La nocion de estabilidad interna esas fuerte que la de estabilidad ELSA de
la referencia a la salida; ella exige adicionalmente que no hayan cancelaciones de
polos inestables entre la planta(s) y el controladorG, (s).

Ejemplo

Consideremosa; (s) = &5y Go(s) = m
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1.1. DEFINICIONES DE ESTABILIDAD

La funcion de transferencia entre la salidqs) y la entrada de referencia
R(s):
C(s) 1
T —= —=
(s) R(s) s*+s+1
es estable. Sin embargo, la funnide transferencia entre la salidds) y la en-
trada de perturbaoii D, (s):

C(s) s

T Di(s) (—s+1)(s2+s+1)

es inestable; el lazo cerrado no es internamente estable, ydgugD:(s) +
Ni(s)Na(s) = (—s+ 1)(s* + s + 1) tiene una ré inestable.

Scd(s)

De lo anterior, tenemos que el problema de determinar la estabilidad ELSA o
interna de un sistema, se reduce a poder saber si el polinomio casticter’

p(s) =s"+ An_1S" 4 ...+ a5 + ao,

con coeficientes; reales, tiene todas susicas con parte real negativa, esto es, si
esHurwitz. Por supuesto que para ello podriamos simplemente calculan{zesra’
del polinomio. Sin embargo, en muchos casos es Util estudiar la oslasitre
la posicon de las r&fes y ciertos coeficientes del polinomio. Veamos algunas
propiedades polinomiales de iné=rpara ello:

1. Elcoeficiente:,,_, satisface:

n

Ap—1 = — Z)\i

i=1
donde los\;, X;...\,, son las r&ces deP(s)

2. El coeficientes, satisface:

n

ag = (—1)” H )\z

i=1

3. Sitodas las naes dep(s) tienen parte real negativa, entonces necesaria-
mentea; > 0,7 € {0,1,...(n — 1)}.

4. Si cualquiera de los coeficientes del polinomio es no positivo (negativo o
cero), entonces al menos una de lasea’tiene parte real no negativa.
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1.2. CRITERIO DE ROUTH-HURWITZ

1.2. Criterio de Routh-Hurwitz

En estabilidad se estudian 2 aspectos de @g@ara aalisis y dis&io:
* Estabilidad absoluta: Investiga si un sistema de control es estable.
* Estabilidad relativa: Investiga el grado de estabilidad de un sistema estable.

El criterio de Routh-Hurwitz es un algoritmo de aplicanidirecta para evaluar

la estabilidad absoluta de un sistemakgo determinando el nimero de polos
de lazo cerrado que caen en el semiplano derecho, sin calcularites rdé la
ecuaoon caractastica. Tamb&n indica el mimero de r&fes que esi sobre el eje
imaginariojw; es uno de los todos nas usados para determinar si un polinomio
es Hurwitz o no, bam\dose en sus coeficientes. Es Util sobre todo para polinomios
de grado elevado.
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1.2. CRITERIO DE ROUTH-HURWITZ

El método es el siguiente:

1. Ordenar la ecuasi caractastica de la forma:

aps" +a1s" 4t ans+a,=0; a, #0

2. \Verificar que todos los coeficientes de la ecoaciienen el mismo signo
y ninguno de los coeficientes es igual a cero (corahanecesaria pero no
suficiente); de lo contrario, existe al menos un&rqle es imaginaria o
tiene parte real positiva y el polinomio no es Hurwitz.

3. Elaborar latabla.

n

S ag a9 Ay

ot ap as as
"2 by b b3
sn3 1 Co s

S1 d1

s° fi

10z — apds 1044 — Ap0s 106 — Aoy
bj=——— b= ——— b3=——7— ..
a1 a1 a1
. blag — a162 . bla5 — a163

Cl—T, CQ—T,...

etc...hasta la fila essima.

El arreglo anterior se conoce cortetbulacion de Routho arreglo de Routh. La
columna de eses en el lado izquierdo se utiliza para propositos de idenbficaci’
La columna de referencia mantiene el rastro de lakkulos, y el Gltimo rengin

de la tabulacion de Routh debe ser siempre el remglé.S°.

Una vez que la tabulaeii de Routh se ha completado, el Gltimo paso es aplicar el
criterio, el cual establese quil nUmero de cambios de signos en los elementos
de la primera columna es igual abmiero de las reces con partes reales positivas

o en el semiplano derecho del plano s.

Por tanto, un polinomio sarHurwitz si tiene todos sus coeficentes y elementos
de la primera columna de la tabulacide Routh, positivos.
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1.2. CRITERIO DE ROUTH-HURWITZ

Se dificulta aplicar el criterio cuando:

1. Elprimer elemento de una fila es cero, tendiendo a infinito los elementos de
la fila siguiente.
En este caso, se reemplaza el elemento nulo pounmend positivo pequed
€.

2. Los elementos de una fila son nulos; esto es debido a:

= Pares de n@es reales equidistantes del eje imaginario.

= Pares de n@es complejas, sigtficas al origen.
En este caso se puede creaHeauacon Auxiliar, con los coeficientes de la fila
superior a la fila nula; esta ecuaaies de orden par y susicas son tamlgin de la

ecuaoon caractastica. Para este caso, se reemplaza la fila nula con los coefientes
de la ecua@n auxiliar.

Ejemplo
Sistema de Control de la excitaci ‘con excitatriz y accoin I.

kr
G =
(5) s(tgs + 1)(1gs + 1) 78, Ta > 0

Solucion:
Ecuacon caractastica:

TETG$3 + (TE+TG)S2 +s+kr=0

s3 TETG 1
52 TE + 1o kr
S1 1— TEQk] 0
SO /ﬂ]
Donde:
TETG
TEQ —
@ T + Tq

El sistema es estable si:

1—TEQ/€]>Oy/€]>O
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1.3. ESTABILIDAD PARA SISTEMAS EN TIEMPO DISCRETO

T + Tq

1
—0<kr < =
TEQ TETG

Por otro lado, si k; = 2%, lafilas es nulay hay r&es conjugadas en el eje
complejo; la Ecuadn Auxiliar es:

TE T TG

(TE+T0)S2+ 0
TETG
1
82 = —
TETG
) 1
S1—2 = :l:j
TETG

Dividiendo la ecua@h caractastica por la ecuaoin auxiliarse obtiene la tercera
raiz en:

— __1
S3 = 50

1.3. Estabilidad para Sistemas en Tiempo Discreto

1.3.1. Prueba de Estabilidad de Jury

Permite evaluar la estabilidad absoluta de sistemas dis¢crditestamente de
la ecuaadbn caractastica.
Se debe escribir la ecuaci‘caractastica en la forma:

P(2) =apz" +a 2" P+ ap 12+ a,, ag > ay
El sistema es estable si cumple todias siguientes condiciones:
1. lan| < ag
2. P(2)],=1 >0

>0 Sinespar
<0 Sinesimpar

8. P(2)|ei = {
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1.3. ESTABILIDAD PARA SISTEMAS EN TIEMPO DISCRETO

bn1| > [bol

[cna] > |co

q2| > |qol

Donde los coeficientes,, ¢y, ..., qx de la Gltima condiadn, se calculan a partir
de la siguiente tabla.

20 21 22 23 T 21 2"

1 an Ap—_1 QAp—9 QAp—_3 B ap ag
2 agp ai as as ... Qp9 Ap-1 an
3 bn_1 bn—o bn_s br—a ... by bo
4 bo by b b3 B / M b1
5 Cn—2 Cn—3 Cpn—4 Cpn—5 R Co
6 Co C1 Co C3 ... Cp—9

2n—>5| ps P2 b1 Po

2n—41 po p1 b2 b3

2n—3| g q1 qo

Con:

by = det [ . “”‘1"“] k=0,1,2 ...,n—1
ap Qg1

cr = det bn-1 bz k=0,1,2 ..,n—2
bo  brt

Qk:det[pg pH} k=0,1,2
Po  Pk+1
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1.3. ESTABILIDAD PARA SISTEMAS EN TIEMPO DISCRETO

Note que la Gltima fila tiene 3 elementos, con excepcde los sistemas de se-
gundo orden para los cuales hab2n — 3 = 1, un elemento; observe que los
elementos de una fila par son los de la fila impar superior, en sentido inverso.

Ejemplo

Evaluar la estabilidad del sistema con ecwactaractastica:
P(z) = 2* —1,22* + 0,072 + 0,32 — 0,08 = 0

Solucion:

ao=1, a1 = —1,2, ay = 0,07, az = 0,3, as = —0,08

=

lan| < ao: |—0,08] < 1 Cumple
P(1)=0,09 > 0 Cumple

2
3. P(—1)=189 > 0 Cumple
4

ZO Zl 22 23 24
1] —0,08 0,3 0,07 1.2 1
21 1 1,2 0,07 0,3 —0,08
3| -0,994 1,176 —0,075 —0,204
4| —0,204 —0,075 1,176 —0,994
5| 0,946 - 0,315

by = —0,994| = 0,994 > |bo = —0,204| = 0,204 Cumple
lco = 0,946 = 0,946 > |co = —0,315| = 0,315 Cumple

.. el sistema es estable
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1.3. ESTABILIDAD PARA SISTEMAS EN TIEMPO DISCRETO

Ejemplo

Evaluar el rango de valores de la ganancigara que el siguiente sistema sea
estable:

R(z) + i (0.36792+0.2642) C<Z>;
(2—0.3679)(z—1) -
Solucion:
C(z) B k(0,3679z + 0,2642)

R(z) 224 (0,3679k — 1,3679)z + 0,3679 + 0,2642k
Ecuacon caractastica:

1 22+

ag

(0,3679k — 1,3679) = + 0,3679 + 0,2642k

Para un sistema de segundo orden, las condiciones se reducen a:

1. Jas| < ap
2. P(1)>0
3. P(-1)>0
De la condicon 1. se obtiene:
10,3679 4 0,2642k| < 1

—5,1775 < 2,3925k
De la condicon 2. se obtiene:

P(1) =0,6321k > 0

k>0
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1.3. ESTABILIDAD PARA SISTEMAS EN TIEMPO DISCRETO

De la condicon 3. se obtiene:
P(—1) = 2,7358 — 0,1037k > 0

k < 26,38
La solucon es la intersecon de las tres condiciones previas:

0 <k <2,3925

1.3.2. Estabilidad absoluta de Sistemas Discretos con Routh

Si se usa la transformada Bilineal:
z+1
z—1

W =

El interior del arculo unitario |z| < 1 correspondexen el plano complejo de
W =0+ jw:
W +1 ’0 + jw+1
= — _
W -1

(0 +1)% +w?
; <1l » ——— <1
o+ jw—1 (0 —1)2 + w?

z

O+ 2 +14+ul <o’ —204+14+0w? — o0 <0

al semiplano izquierdo; por tanto, se puede aplicar el criterio de Routh en el do-
minio deW para evaluar la estabilidad absoluta.

Ejemplo
Consideremos el polinomio:

P(z) =2 — 1,32 — 0,082 + 0,24 = 0

Solucin:
Con

W +1 W +1\3 W 4+ 1\2 W41
sm i = PV) = <W—1) —1,3(W_1) —0,08(—W_1)+0,24_0

— W3 —757TW? —36,43W — 14,14 =0
El sistema es inestable pues los coeficientes no tienen el mismo signo.

Nota: Este procedimiento exige as @lculos que Jury, pero permite calcular
la frecuencia de oscilaoii para laGanacia Critica ganancia no nula, para la cual
se obtienen polos de lazo cerrado en el eje complejo.
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1.3. ESTABILIDAD PARA SISTEMAS EN TIEMPO DISCRETO

Ejercicios propuestos

Realice los siguientes ejercicios del libro de Kuo:
Routh: 6-2, 6-3, 6-4, 6-7, 6-9
Jury: 6-18, 6-19, 6-20
Transformada Bilineal: 6-17

Resumen

En este capulo se dieron las definiciones de estabilidad de entrada-salida
e interna en tiempo continuo y discreto, para sistemas lineales e invariantes en
el tiempo. Se conooi‘que la condi@n para estos tipos de estabilidad se rela-
ciona directamente con lasic#s de la ecuacii caractastica. Para que un sis-
tema en tiempo continuo sea estable, laseade la ecuacii caractastica deben
localizarse en el semiplano izquierdo del plandPara que un sistema en tiem-
po discreto sea estable, lasa@s de la ecuaeni caractastica deben localizarse
dentro del @culo unitario en el plana.

La condicdn necesaria para que un polinomiys) no tenga ceros sobre el
ejejw Yy en el semiplano derecho del plar@s que todos sus coeficientes deben
ser del mismo signo y ninguno puede ser cero. Mediante el criterio de Routh
Hurwitz, se verifican las condiciones necesarias y suficientes par& (genga
ceros solamente en el semiplano izquierdo del plano

Para sistemas en tiempo discreto, se debe verificar la exnuaeairactastica
P(z) para races sobre y fuera delir€ulo unitario en el planc. El criterio de
Routh Hurwitz no puede aplicarse directamente a esta stnatin nétodo con-
fiable es utilizar la transformada bilineal, que transformaigd@o unitario en el
planoz en el eje imaginario de otro plano de variable compleja, y entonces se
puede aplicar el criterio de Routh Hurwitz a la ecu@atiransformada.

La prueba de estabilidad de Jury permite evaluar la estabilidad absoluta de sis-
temas discretggslirectamente de la ecuati caracteastica.
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1.3. ESTABILIDAD PARA SISTEMAS EN TIEMPO DISCRETO

Actividades de aprendizaje

Los ejercicios propuestos a continuaicison para que usted los desarrolle

como parte de su preparaai’y no se debe entregar nimginforme al profesor.

1.

Realice:
= Una lectura reflexivay atica del material del curso.
Desarrolle los ejercicios propuestos en esta unidad.

(Ejercicio 6-4. Kuo, 1996) La funon de transferencia en lazo de un sistema
de control realimentado de un solo lazoadada como:

K(s+5)

Gls)H(s) = s(s+2)(1+Ts)

Los paemetrosk y T pueden estar representados en el plano Eoco-
mo el eje horizontal yI' como el eje vertical. Determine las regiones en el
plano de pasimetros d&’ contraK en el cual el sistema en lazo cerrado es
asintticamente estable. Indique eilite en el que el sistema es marginal-
mente estable.

(Ejercicio 6-9. Kuo, 1996) En la figura.2 se muestra el diagrama de blo-
gues de un sistema de control de un motor con realimentgmi taometro.
Encuentre el intervalo de la constante delda&troK; para que el sistema
sea asirgticamente estable.

T<t>+ e(t) + 100 y(t)

10—+ ) 5(5+5.6)(s+10)

K;s

Figura 1.2:Sistema de realimentam por taometro
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1.3. ESTABILIDAD PARA SISTEMAS EN TIEMPO DISCRETO

5.

(Ejercicio 6-17b. Kuo, 1996) Aplique la transformada la siguiente ecuacn
caracterstica del sistema de control en tiempo discreto, y determine las
condiciones de estabilidad (asititamente estable, marginalmente estable
o inestable) por medio del criterio de Routh-Hurwitz.

B 4+224+32402=0

(Ejercicio 6-19. Kuo, 1996) La ecuami caractastica de un sistema de
control lineal digital es:

P42+ 15Kz — (K +05)=0
Determine los valores d& para que el sistema sea asiticamente estable.

Utilice un programa para lausqueda de raices para encontrar las raices de
las siguientes ecuaciones caracgcas de sitemas lineales y determine la
condicon de estabilidad de los mismos.

st 41282 + 2 4+25s+10=0

P 4+22412:405=0

Lecturas complementarias

= Kuo Benjamin. Sistemas de Control Autamico, Prentice Hall 1997. Caipi-
lo 6: Estabilidad de sistemas de control lineales

Referencias

= KUO BENJAMIN, Sistemas de Control Autoatico, Prentice Hall 1997.
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= OGATA KATSUSHITO, Ingeniera de Control Moderno, P.H.H. 3 edari;,
1998.

= OGATA KATSUSHITO, Sistemas de Control en Tiempo Discreto. P.H.H,
Méx. 1996.
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